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教本 数列 帰納的定義

4つの基本的な漸化式の典型的な解法を挙げる。

a1 = 1, an+1 = an + 3で数列 {an}を an (n = 1, 2, 3, 4, · · · )と定義することができる。
この式を漸化式，このような作り方を数列を帰納的に定義するという。数列を生成するとも
いう。

様子を見てみる。
n = 1として，a2 = a1 + 3 = 1 + 3
n = 2として，a3 = a2 + 3 = (1 + 3) + 3 = 1 + 3 × 2
n = 3として，a4 = a3 + 3 = (1 + 3 × 2) + 3 = 1 + 3 × 3
n = 4として，a5 = a4 + 3 = (1 + 3 × 3) + 3 = 1 + 3 × 4
したがって，一般に
an = an−1 + 3 = (1 + 3 × (n − 2)) + 3 = 1 + 3 × (n − 1) = 3n − 2

次のように見ることもできる。
十分大きい nについて，an = an−1 + 3
= (an−2 + 3) + 3 = an−2 + 3 × 2
= (an−3 + 3) + 3 × 2 = an−3 + 3 × 3
= (an−4 + 3) + 3 × 3 = an−4 + 3 × 4
= · · · = a1 + 3 × (n − 1) = 3n − 2

このように，漸化式から anを nの式で表すことを，漸化式を解くという。隣接項間関係
から一般項を求めることである。
実際の問題では次のように公式化して解答は 1行で済ませてしまう。

漸化式 1� �
an+1 = an + d (dは nに依らない定数)で生成される数列については，
an = a1 + (n − 1)d� �
例 理解するために自分で確かめてみよう。
a1 = 3, an+1 = an − 2で生成される数列 {an}について，
an = 3 − 2(n − 1) = −2n + 5



a1 = 2, an+1 = 3anで数列 {an}を an (n = 1, 2, 3, 4, · · · )と定義することができる。

様子を見てみる。
n = 1として，a2 = 3a1 = 3 × 2
n = 2として，a3 = 3a2 = 32 × 2
n = 3として，a4 = 3a3 = 33 × 2
n = 4として，a5 = 3a4 = 34 × 2
したがって，一般に
an = 2 × 3n−1

次のように見ることもできる。
十分大きい nについて，an = 3an−1

= 3(3an−2) = 32 · an−2

= 32(3an−3) = 33 · an−3

= 33(3an−4) = 34 · an−4

= · · · = a1 · 3n−1 = 2 · 3n−1

実際の問題では次のように公式化してしまう。

漸化式 2� �
an+1 = ran (rは nに依らない定数)で生成される数列については，
an = a1 · rn−1� �
例 理解を助けるために自分の手でやってみよう。
a1 = 3, an+1 = 4anで生成される数列 {an}について，
an = 3 · 4n−1



a1 = 2, an+1 = an + (2n − 1)で数列 {an}を an (n = 1, 2, 3, 4, · · · )と定義することがで
きる。

様子を見てみる。
n = 1として，a2 = a1 + 1 = 2 + 1
n = 2として，a3 = a2 + 3 = (2 + 1) + 2 = 2 + 1 + 3
n = 3として，a4 = a3 + 5 = (2 + 1 + 3) + 5 = 2 + 1 + 3 + 5
n = 4として，a5 = a4 + 7 = (2 + 1 + 3 + 5) + 7 = 2 + 1 + 3 + 5 + 7
したがって，一般に

an = 2 +
n−1∑
k=1

(2k − 1) = n2 − 2n + 3

次のように見ることもできる。
十分大きい nについて，an = an−1 + (2n − 3)
= an−2 + (2n − 5) + (2n − 3)
= an−3 + (2n − 7) + (2n − 5) + (2n − 3)
= an−4 + (2n − 9) + (2n − 7) + (2n − 5) + (2n − 3)
= · · · = a1 + 1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 5) + (2n − 3)

実際の問題では次のように公式化してしまう。

漸化式 3� �
an+1 = an + bn (すなわち数列 {an}の階差数列は {bn})で生成される数列については，

an = a1 +
n−1∑
k=1

bk

� �
例 数学では例はとても重要である。
a1 = 3, an+1 = an + 2nで生成される数列 {an}について，

an = 3 +
n−1∑
k=1

(2k) = n2 − n + 3



a1 = 2, an+1 = 5an + 4で数列 {an}を an (n = 1, 2, 3, 4, · · · )と定義することができる。

まずはちょっとした工夫が必要である。

漸化式の変形� �
α = pα + qを満たす αを用いると
an+1 = pan + q ⇐⇒ an+1 − α = p(an − α)� �
今の場合，α = 5α + 4を解いて α = −1
an+1 = 5an + 4 ⇐⇒ an+1 + 1 = 5(an + 1)
様子を見てみる。
n = 1として，a2 + 1 = 5(a1 + 1)
n = 2として，a3 + 1 = 5(a2 + 1) = 52(a1 + 1)
n = 3として，a4 + 1 = 5(a3 + 1) = 53(a1 + 1)
n = 4として，a5 + 1 = 5(a4 + 1) = 54(a1 + 1)
したがって，一般に an + 1 = 5n−1(a1 + 1)
すなわち，an = 3 · 5n−1 − 1

次のように見ることもできる。
十分大きい nについて，an + 1 = 5(an−1 + 1)
= 5 · 5(an−2 + 1) = 52(an−2 + 1)
= 52 · 5(an−3 + 1) = 53(an−3 + 1)
= 53 · 5(an−4 + 1) = 54(an−4 + 1)
= · · · = 5n−1(a1 + 1)

実際の問題では次のように公式化してしまう。

漸化式 4� �
an+1 − α = p(an − α) (p, αは定数)で生成される数列については，
an − α = pn−1(a1 − α)� �
例
a1 = 6, an+1 = 4an − 3で生成される数列 {an}について，
an+1 = 4an − 3 ⇐⇒ an+1 − 1 = 4(an − 1)
よって，an − 1 = 4n−1(a1 − 1)
すなわち，an = 5 · 4n−1 + 1
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