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行列と行列式　第 14回

14.1 正射影

正射影� �
p⃗, a⃗に対して，p⃗ =

−→
OP, a⃗ =

−→
OAとなる 3点O, A, Pをとる。

直線OAに Pから垂線 PHを引く。
−→
OHを p⃗の a⃗への正射影という。� �

正射影の大きさ� �
h⃗を p⃗の a⃗への正射影とするとき，|⃗h| =

|p⃗ · a⃗|
|⃗a|� �

確かめてみよ。

正射影 2� �
h⃗を p⃗の a⃗への正射影とするとき，h⃗ =

p⃗ · a⃗
|⃗a|2

a⃗ =
p⃗ · a⃗
a⃗ · a⃗

a⃗

� �
最後の式は，おもむきがある。

14.2 応用 1
直線 l : y = mxに関する対称移動を考える。
P(x, y)に対して対称点をQ(x′, y′)とする。
p⃗ = (x, y), q⃗ = (x′, y′), d⃗ = (1,m)とする。d⃗は lの方向ベクトルである。

p⃗の d⃗への正射影ベクトルは,
−→
OH =

p⃗ · d⃗
|d⃗|2

d⃗ =
(

x + my

1 + m2

)
d⃗

点Hは線分 PQの中点だから，

(
x+x′

2
y+y′

2

)
=

1
1 + m2

(
x + my

mx + m2y

)

⇐⇒

(
x + x′

y + y′

)
=

2
1 + m2

(
x + my

mx + m2y

)

⇐⇒

(
x′

y′

)
=

1
1 + m2

(
(1 − m2)x + 2my

2mx + (m2 − 1)y

)

⇐⇒

(
x′

y′

)
=

1
1 + m2

(
1 − m2 2m

2m m2 − 1

)(
x

y

)



14.3 応用 2
四面体OABCの体積 V を求めてみる。
−→
OA = a⃗,

−→
OB = b⃗,

−→
OC = c⃗とする。

底面を平面OABにとる。平面OABの法線ベクトルを n⃗とすると，高さ hは h =
|⃗c · n⃗|
|n⃗|

特に Cから平面OABに下ろした垂線と平面OABとの交点をHとすると，

h = CH =
−c⃗ ·

−→
CH

CH
すなわち，h2 = CH2 = −c⃗ ·

−→
CH

さて，
−→
OH = sa⃗ + t⃗bとすると，

OAと CHは垂直だから，sa⃗ · a⃗ + t⃗a · b⃗ = a⃗ · c⃗
OBと CHは垂直だから，s⃗b · a⃗ + t⃗b · b⃗ = b⃗ · c⃗

クラーメルの公式を使って，s, tを求める。

∆cc =

∣∣∣∣∣ a⃗ · a⃗ a⃗ · b⃗
b⃗ · a⃗ b⃗ · b⃗

∣∣∣∣∣, ∆ca =

∣∣∣∣∣ a⃗ · b⃗ a⃗ · c⃗
b⃗ · b⃗ b⃗ · c⃗

∣∣∣∣∣, ∆cb =

∣∣∣∣∣ a⃗ · a⃗ a⃗ · c⃗
b⃗ · a⃗ b⃗ · c⃗

∣∣∣∣∣とおくと，
s = −∆ca

∆cc
, t =

∆cb

∆cc

また，三角形ABCの面積 S =
1
2
√

∆cc

さて，h2 = −c⃗ · −→CH = −sc⃗ · a⃗ − t⃗c · b⃗ + c⃗ · c⃗
よって，4h2S2 = ∆cac⃗ · a⃗ − ∆cbc⃗ · b⃗ + ∆ccc⃗ · c⃗
これは，余因子展開を逆に使って，

4h2S2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a⃗ · a⃗ a⃗ · b⃗ a⃗ · c⃗
b⃗ · a⃗ b⃗ · b⃗ b⃗ · c⃗
c⃗ · a⃗ c⃗ · b⃗ c⃗ · c⃗

∣∣∣∣∣∣∣
V = 1

3hSだから，

36V 2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a⃗ · a⃗ a⃗ · b⃗ a⃗ · c⃗
b⃗ · a⃗ b⃗ · b⃗ b⃗ · c⃗
c⃗ · a⃗ c⃗ · b⃗ c⃗ · c⃗

∣∣∣∣∣∣∣


